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Aufgabe 1 (4 Punkte). Lösen Sie das folgende Anfangs-Randwertproblem für die Wellenglei-
chung:

∂
2
u

∂t
2
(x, t) =

∂
2
u

∂x
2
(x, t) für 0 ≤ x ≤ π, t ≥ 0,

u(0, t) = 0, u(π, t) = 0 für t ≥ 0,

u(x, 0) = 3 sin(3x) + 4 sin(7x) für 0 ≤ x ≤ π,

∂u

∂t
(x, 0) = sin(3x) + 8 sin(4x) für 0 ≤ x ≤ π.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Lösen Sie das folgende Anfangs-Randwertproblem für die Wellenglei-
chung mit der Konstanten a ∈ R:

∂
2
u

∂t
2
(x, t) = 16

∂
2
u

∂x
2
(x, t) für 0 ≤ x ≤ 1, t ≥ 0,

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0 für t ≥ 0,

u(x, 0) = 5 sin(3πx),
∂u

∂t
(x, 0) = a für 0 ≤ x ≤ 1.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Man zeige: Für beliebige Koeffizienten

α1, α2, . . . αd mit α2
1 + α2

2 + . . . + α2
d = 1

und eine zweimal differenzierbare Funktion f : R → R bildet

u(x, t) = f (α1x1 + α2x2 + . . . + αdxd − ct) für x = (x1, x2, . . . , xd) ∈ R
d

eine Lösung von

∂
2
u

∂t
2
(x, t) = c2 △ u(x, t) für x ∈ R

d, t ≥ 0.

Dabei wird der Laplace-Operator auf folgende Weise definiert:

△ u(x, t) =
∂

2
u

∂x
2

1

(x, t) +
∂

2
u

∂x
2

2

(x, t) + . . . +
∂

2
u

∂x
2

d

(x, t) für x ∈ R
d.

Abgabe der Lösungen spätestens am 17.12.2019 (Dienstag) um 10.05 Uhr in der PB-Aula.



Lösungen zur 10. Übung

Aufgabe 1. Die allgemeine Lösung des gegebenen Anfangs-Randwertproblems für u ohne Be-
rücksichtigung der Anfangsbedingung ist gemäß Vorlesung von der Form (hier ist L = π und
c = 1)

u(x, t) =
∞∑

n=1

sin(nx)
(

cn cos(nt) + dn sin(nt)
)

für 0 ≤ x ≤ π, t ≥ 0.

Eine Anfangsbedingung lautet

u(x, 0) =
∞∑

n=1

cn sin(nx)
!
= 3 sin(3x) + 4 sin(7x) für 0 ≤ x ≤ π,

und ein Koeffizientenvergleich liefert c3 = 3, c7 = 4 und cn = 0 sonst. Die zweite Anfangsbedin-
gung ist

∂u

∂t
(x, 0) =

∞∑

n=1

ndn sin(nx)
!
= sin(3x) + 8 sin(4x) für 0 ≤ x ≤ π.

und ein Koeffizientenvergleich liefert 3d3 = 1, 4d4 = 8 und dn = 0 sonst. Die Lösung u des
gegebenen Anfangs-Randwertproblems ist damit

u(x, t) = sin(3x)
(

3 cos(3t) + 1

3
sin(3t)

)

+ 2 sin(4x) sin(4t) + 4 sin(7x) cos(7t)

für 0 ≤ x ≤ π, t ≥ 0.

Aufgabe 2. Die allgemeine Lösung des gegebenen Anfangs-Randwertproblems für u ohne Be-
rücksichtigung der Anfangsbedingung ist gemäß Vorlesung von der Form (hier ist L = 1 und
c = 4)

u(x, t) =
∞∑

n=1

sin(nπx)
(

cn cos(4nπt) + dn sin(4nπt)
)

für 0 ≤ x ≤ 1, t ≥ 0.

Eine Anfangsbedingung lautet

u(x, 0) =
∞∑

n=1

cn sin(nπx)
!
= 5 sin(3πx) für 0 ≤ x ≤ 1,

und ein Koeffizientenvergleich liefert c3 = 5 und cn = 0 für n 6= 3. Die zweite Anfangsbedingung
ist

∂u

∂t
(x, 0) =

∞∑

n=1

4nπdn sin(nπx)
!
= a für 0 ≤ x ≤ 1.

Hier gilt gemäß Vorlesung

dn =
a · 2
4πn

∫ 1

0
sinnπy dy = −

a

2π2
n

2
cosnπy

∣

∣

∣

y=1

y=0
= −

a

2π2
n

2

(

(−1)n − 1
)

=
a

2π2
n

2

(

(1 − (−1)n
)

für n = 1, 2, . . . beziehungsweise

d2n = 0 für n = 1, 2, . . . , d2n+1 =
a

π
2(2n + 1)2

für n = 0, 1, . . . .

Die Lösung u des gegebenen Anfangs-Randwertproblems ist damit

u(x, t) = 5 sin(3πx) cos(12πt) +
∞∑

n=0

a

π
2(2n + 1)2

sin
(

(2n + 1)πx
)

sin
(

4(2n + 1)πt
)

.

2



Aufgabe 3. Sei z = α1x1 + α2x2 + . . . + αdxd − ct, dann gilt

∂
2
u

∂t
2
(x, t) = ∂

∂t

(

∂z
∂t

(x, t)f ′(z)
)

= ∂
∂t

(

−cf ′(z)
)

= c2f ′′(z) für t ≥ 0.

Außerdem

△ u(x, t) = ∂
∂x1

(

∂z
∂x1

(x, t)f ′(z)
)

+ ∂
∂x2

(

∂z
∂x2

(x, t)f ′(z)
)

+ . . . + ∂
∂xd

(

∂z
∂xd

(x, t)f ′(z)
)

= ∂
∂x1

(

α1f
′(z)

)

+ ∂
∂x2

(

α2f
′(z)

)

+ . . . + ∂
∂xd

(

αdf
′(z)

)

= f ′′(z)
(

α2
1 + α2

2 + . . . + α2
d

)

= f ′′(z).

Offensichtlich ist u(x, t) = f (α1x1 + α2x2 + . . . + αdxd − ct) eine Lösung von

∂
2
u

∂t
2
(x, t) = c2 △ u(x, t) für x ∈ R

d, t ≥ 0. �
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