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dass sich die Flussintegrale über innere Randflächen

gegenseitig wegheben: was aus einem Quader nach in-

nen in Richtung eines benachbarten Quaders abfließt,

wird von diesem aufgenommen. Die Situation ist für

den ebenen Fall d D 2 in Abbildung 173 dargestellt.
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Abb. 173: Illustration zum gaußschen Integralsatz
M

Bemerkung. Wir betrachten nun kurz die Strömung ei-

nes kompressiblen Fluids in D � R
d mit dem zeitab-

hängigen Geschwindigkeitsfeld Ev.Ex; t/ 2 Rd und Dich-

tefunktion %.Ex; t/ � 0 für Ex 2 D ; t � 0. Wir nehmen an,

dass in dem betrachteten Gebiet weder Quellen noch

Senken auftreten. In diesem Fall genügen Geschwindig-

keitsfeld und Dichtefunktion der folgenden partiellen

Differenzialgleichung:

@%

@t
.Ex; t/ C div.%Ev/.Ex; t/ D 0 für Ex 2 D ; t � 0: (91.6)

Dabei wirkt die Divergenz lediglich auf den Raumvaria-

blen. Die partielle Differenzialgleichung (91.6) wird als

Kontinuitätsgleichung bezeichnet. In der Elektrotech-

nik entspricht % der Ladungsdichte und %Ev der Strom-

dichte Ej . M

91.3 Anmerkungen zu dem RandintegralR
C

Eu � En ds im gaußschen Integralsatz

Wir starten mit zwei Anmerkungen zur mathemati-

schen Einordnung der im gaußschen Integralsatz auf-

tretenden Randintegrale.

Bemerkung (Analogie der Randintegrale in Satz 91.3).

Das Kurvenintegral
R

C
Eu � En ds aus Teil a) von Satz 91.3

stellt das zweidimensionale Analogon zum Oberflä-

chenintegral
R

A
Eu � d E� aus Teil b) dar. Im Gegensatz zu

dem Oberflächenintegral ist für dieses Kurvenintegral

jedoch keine eigene Notation eingeführt worden,

was die explizite Verwendung von Normalenvektoren

erforderlich macht. M

Bemerkung (Vergleich Kurven-/Arbeitsintegral). Das

Kurvenintegral
R

C
Eu � En ds aus Teil a) von Satz 91.3 ist

nicht zu verwechseln mit dem hier bedeutungslosen

Arbeitsintegral
R

C
Eu � d Es. Während man bei dem ersten

Integaltyp über den Anteil des Vektorfeldes integriert,

der senkrecht zur betrachteten Kurve verläuft, wird

bei dem zweiten Integral über denjenigen Anteil des

Vektorfeldes integriert, der tangential zur betrachteten

Kurve verläuft. M

Die Parametrisierung E der Randkurve C kann zur

Darstellung des Normalenvektors En verwendet werden,

was dann eine andere Darstellung des Kurvenintegrals
R

C
Eu � En ds ermöglicht. Details dazu liefert die folgende

Proposition.

Proposition 91.4. Sei E W Œa; b � ! R
2 eine stückwei-

se stetig differenzierbare Parametrisierung einer Kurve

C � R
2 mit E 0.t/ ¤ E0 für t 2 Œa; b �. Die Parametrisie-

rung sei dabei so gewählt, dass C entgegen dem Uhrzei-

gersinn durchlaufen werde. Dann gilt

R

C
Eu � En ds D

R b

a
u1.E.t// 0

2.t/ � u2.E.t// 0
1.t/ dt: (91.7)

Beweis. Bei der vorliegenden Wahl des Kurvendurch-

laufs ist eine Parametrisierung des nach außen zeigen-

den Normalenvektors an die Kurve durch

En.E.t// D
1

j E 0.t/ j

�

 0
2.t/

� 0
1.t/

�

; a � t � b;

gegeben. Damit erhält man aus Definition 69.3 auf Sei-

te 189 Folgendes:

R

C
Eu � En ds D

R b

a
.u1n1 C u2n2/.E.t//j E 0.t/j dt

D
R b

a
u1.E.t// 0

2.t/ � u2.E.t// 0
1.t/ dt:

Bemerkung. Bei einem entgegengesetzten Durchlauf

von C (dann im Uhrzeigersinn) gilt die Identität (91.7)

mit negativem Vorzeichen auf der rechten Seite.

91.4 Volumen- und Flächenberechnungen

mit Hilfe des gaußschen Integralsat-

zes

Der gaußsche Integralsatz ermöglicht die Berechnung

von Flächeninhalten und Volumina mit Hilfe von Rand-

integralen:
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Korollar 91.5. Es sei D � R
d ein zulässiger Integrati-

onsbereich, mit d D 2 oder d D 3.

a) Im Fall d D 2 gelten die folgenden drei Darstellun-

gen für den Flächeninhalt von D :

�.D/ D
1

2

R

C
xn1.x; y/ C yn2.x; y/ ds

D
R

C
xn1.x; y/ ds D

R

C
yn2.x; y/ ds;

wobei C die Randkurve von D sei und En D En.x; y/ den

äußeren Normalenvektor zu C bezeichnet.

b) Im Fall d D 3 gilt

�.D/ D
1

3

R

A
Ex � d E�;

wobei A � R
3 die Randfläche von D bezeichne.

Beweis. Teil a) folgt direkt aus Satz 91.3 auf Seite 257

angewendet mit Eu.Ex/ D Ex beziehungsweise Eu.x; y/ D
.x; 0/> beziehungsweise Eu.x; y/ D .0; y/>. Teil b) folgt

aus Satz 91.3 angewendet mit Eu.Ex/ D Ex.

Es existieren zu Teil b) des eben vorgestellten Korollars

Varianten, die ähnlich zu den Varianten in Teil a) sind.

Im ebenen Fall d D 2 ergeben die drei Varianten von

Teil a) des gerade vorgestellten Korollars zusammen

mit Proposition 91.4 auf der vorherigen Seite über die

parametrisierte Form des Randintegrals Folgendes:

Korollar 91.6. In der Situation von Proposition 91.4 auf

der vorherigen Seite erhält man

�.D/ D 1
2

R b

a
1.t/ 0

2.t/ � 2.t/ 0
1.t/ dt

D
R b

a
1.t/ 0

2.t/ dt D �
R b

a
2.t/ 0

1.t/ dt:

Beispiel. Wir berechnen im Folgenden den Inhalt der

von der Kardioide

C D
®

E.t/ j 0 � t � 2�
¯

mit E.t/ D R
�

2 cos t � cos 2t
2 sin t � sin 2t

�

für 0 � t � 2�

eingeschlossenen Fläche D , wobei die Kurve das Innere

entgegen dem Uhrzeigersinn durchläuft, und ist R >

0 eine Konstante. Die Situation ist in Abbildung 174

illustriert.

Es gilt daher

�.D/ D �
R 2�

0
2.t/ 0

1.t/ dt:

�3

0

3

�2 0 2
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Abb. 174: Kardioide

Für den Integranden gilt

2.t/ 0
1.t/ D 2R2 .2 sin t � sin 2t / .sin 2t � sin t /

D 2R2 .3 sin t sin 2t � 2 sin2 t � sin2 2t / :

Für die Integrale der Summanden erhält man Folgen-

des:

3
R 2�

0
sin t sin 2t dt D 3

2
.sin t �

sin 3t

3
/

ˇ

ˇ

tD2�

tD0
D 0;

2
R 2�

0
sin2 t dt D . t � 1

2
sin 2t /

ˇ

ˇ

tD2�

tD0
D 2�;

R 2�

0
sin2 2t dt D 1

2

R 4�

0
sin2 � d� D �:

Daraus erhält man schließlich

�.D/ D 2R2.0 C 2� C �/ D 6�R2: M

92 Rotation rot, und Satz von Sto-

kes

92.1 Rotation rot

Definition 92.1. Für ein differenzierbares Vektorfeld

Eu W D ! R
3 mit D � R

3 bezeichnet

rot Eu D

0

B

B

B

@

@u3

@y
�

@u2

@z

@u1

@z
�

@u3

@x

@u2

@x
�

@u1

@y

1

C

C

C

A

W D ! R
3 (92.1)

die Rotation des Vektorfeldes Eu D .u1; u2; u3/. In (92.1)

bezeichen x; y; z die Veränderlichen. M

Wir stellen einige weitere übliche Bezeichnungen

vor:


