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Definition 76.1. Eine stetige Abbildung 7' : D7 — R¢
mit d = 2 oder d = 3 sowie Dy C R? heilt Koordina-
tentransformation, falls es zwei Mengen 9; C D7 und
O, C RY gibt, die die folgenden Eigenschaften besit-
Zen:

a) essind @; und O, beide offen und wegzusammen-
héngend,

b) es unterscheidet sich @, nur durch eine Nullmen-
ge vom gesamten Raum R?, d. h. fiir eine Nullmen-
ge N C R? gilt O, U N = R?,

c¢) die Einschrankung 7 : O; — 9, ist umkehrbar
und stetig differenzierbar, mit det7’(y) # 0 fir
jedes y € 0. A

Beispiel 76.2 (elliptische Koordinaten). Die Koordina-
ten von Punkten (x, y) € R? lassen sich in der Form

X =ar cosg,

y = brsing,

mit r > 0, 0 < ¢ < 2m, darstellen, wobei a > 0
und » > 0 gewisse Konstanten sind. Im Spezialfall
a = b = 1 handelt es sich dabei gerade um die Po-
larkoordinatendarstellung.

Wir betrachten die zu dieser Koordinatentransfor-
mation gehérende Abbildung 7 : D7 — R? mit dem
Definitionsbereich D7 := Ry x [0, 27 ] und der Abbil-
dungsvorschrift

T(r,¢) = (arcose,brsing), (76.1)

mit r > 0, 0 < ¢ < 27 genauer. Grafische Illustra-
tionen dazu finden Sie in den Abbildungen 141 und
142. Man beachte, dass sich in Abbildung 141 der ein-
gezeichnete Winkel ¢ fir a # b von dem Polarkoordi-
natenwinkel zwischen T'(r, ¢) und der x-Achse unter-
scheidet.

T(r,¢)

Abb. 141: Darstellung von 7'(r, ¢)

¢ = @10

¢ =¢n
Abb. 142: Darstellung elliptischer Koordinaten, mit
o =2nk/14furk =0,1,...,13

Die Koordinatentransformation 7 : D7 — R? aus
(76.1) ist stetig partiell differenzierbar, mit

—ar sing
brcos ¢

detT’(r,¢) = abr cos® ¢ + abr sin® ¢ = abr,

acos ¢

T'(r,¢) = ( _
b sin ¢

firr >0, 0 <¢ <2m.

Diese Transformation erfillt die Bedingungen aus
Definition 76.1 mit den beiden Mengen

01 =Ry x(0,2n) ={(r,¢)|r>0,0<¢ <2n},

92 = R*\{(x,0) | x = 0}.
Man beachte, dass die Halbgerade {(x,0) | x > 0} eine
Nullmenge in R? darstellt.

Elliptische Koordinaten eignen sich z.B. zur Parame-
trisierung von achsenparallelen Ellipsen mit den Halb-

achsen a > 0 und » > 0 und dem Ursprung als Mittel-
punkt. Diese sind von der Form

2 2
E={(x.)| 5+ =1}

(vergleiche Beispiel 73.8 auf Seite 212). Mit der Trans-
formation 7" aus (76.1) gilt die Identitat

TE) =8,
wobei

& =1[0,1] x[0,27]
={(ne)|0<r<1,0<¢<2x} A

Beispiel 76.3 (Zylinderkoordinaten). Die kartesischen
Koordinaten von Elementen (x,y,z) € R® des Raums
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lassen sich in der Form

X=7Cos¢p
y=rsing (76.2)
z=z2

mitr >0, 0 < ¢ < 2m, z € R, darstellen. Die Situation
ist in Abbildung 143 dargestellt.

Abb. 143: Zylinderkoordinaten

Wir betrachten die zu dieser Koordinatentransformati-
on gehoérende Abbildung 7 : D7 — R3 mit dem Defi-
nitionsbereich D7 := Ry x [0,27] x R und der Abbil-
dungsvorschrift

T(r,p,z) = (rcose,rsing,z) (76.3)

mitr > 0, 0 < ¢ <27 und z € R genauer. Sie ist stetig
differenzierbar, mit

cosg —rsing O
T'(r,¢,z) = | sing rcosg 0 |,
0 0 1

detT'(r,¢,z) = rcos® ¢ +rsin®¢ =r,

mitr > 0, 0 < ¢ < 27 und z € R. Die Determinan-
te der Ableitungsmatrix 7’(r, ¢, z) berechnet man z.B.

durch Entwicklung nach der letzten Zeile oder der letz-
ten Spalte. Diese Koordinatentransformation erfillt die
Bedingungen aus Definition 76.1 auf Seite 219 z.B. fur

O, ={(r,0,2)|r>0,0<¢<2m z€R},
0, = R3\{(x,0,2) | x >0, z € R}.

Man beachte, dass die Halbebene {(x,0,z) | x > 0,z €
R} eine Nullmenge in R? darstellt.

Zylinderkoordinaten eignen sich z.B. zur Parametri-
sierung von Zylindern, deren Achse mit der z-Achse
tibereinstimmt und deren Grundflache kreisformig ist.
Beispielsweise gilt fiir den Zylinder

Z={(xy2)eR|x*+y* <R’ a<z=<b)}

(vergleiche Beispiel 73.8 auf Seite 212) mit der Trans-
formation 7" aus (89.3) die Identitat

T(Z') = Z,
wobei
Z' =1[0,R]x[0,2n] x [a,b]
={(r.¢.2)|0<r <R, 0<¢<2m a<z<bhy}.

Allgemeiner lassen sich mit Zylinderkoordinaten auch
vertikale Rotationskorper wie Kegel, Trichter oder Pa-
raboloid parametrisieren, wobei sich fiir die dazuge-
horigen Zylinderkoordinatenbereiche jeweils Normal-
bereiche ergeben. A

Beispiel 76.4 (Kugelkoordinaten). Die kartesischen
Koordinaten von Punkten (x, y,z) € R? lassen sich in
der Form

X =7 COS¢Cosd
y=rsingcosé (76.4)

z=rsiné

mit 7 > 0, 0 < ¢ <27 und -5 < § < 7 darstellen.
Dabei gilt Folgendes:
a) Esistx®+y24z° = r?, wie man leicht nachrechnet:
=1
—_—

x*+ y® + 22 = r*( (cos® ¢ + sin’ ¢) cos” § + sin® §)
=r?(cos*§ +sin’§) = r?.
—_———
=1
Es ist also r der Abstand des Punktes (x, y, z) zum Ur-
sprung des kartesischen Koordinatensystems. Bei fes-
tem r > 0 werden durch (76.4) Punkte auf der Kugel-
oberflache mit Radius r um den Ursprung des kartesi-
schen Koordinatensystems beschrieben.
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b) In der Polarkoordinatendarstellung

X =pcCosg,y =pSsing
mit o = o(6) :==rcosé§ >0

gibt der Winkel 0 < ¢ < 27 den Winkel zwischen dem
Vektor (x, y) und der x-Achse an. Der Winkel ¢ ist dem-
nach ein Mal fiir die geografische Lange.

¢) Das Dreieck mit den Eckpunkten (0,0, 0), (x, y,0)
und (x, y, z) bildet ein rechtwinkeliges Dreieck, dessen
Hohe z = r siné§ ist und deren Hypothenuse die Lange
r besitzt. Es bildet daher die Zahl —% < § < 5 den Win-
kel im BogenmaR zwischen den Vektoren (x, y,z) und
(x, y,0), die damit ein Mal fiir die geografische Breite
darstellt. Dabei stehen die Werte § = 7 und § = —7%
fiir Nord- beziehungsweise Stidpol, und § = 0 repra-
sentiert den Aquator.

Die Situation ist in Abbildung 144 dargestellt.

Abb. 144: Kugelkoordinaten

Wir betrachten nun die Langen- und Breitenkreise:

(i) Fir feste Werte von r und § wird fir Werte 0 < ¢ <
27 ein Kreis beschrieben, der

« auf der Kugeloberfliche x* + y? + z2 = r? verlauft,

+ und dabei in einer Ebene liegt, die parallel x-y-
Ebene auf der geographischen Breite § verlauft,

» dessen Mittelpunkt (0, 0, z) ist,

» und dessen Radius r cos § ist (siehe Teil b oben).

(ii) Fir feste Werte von r und ¢ wird fiir Werte —% <
< % ein Halbkreis beschrieben, der

« auf der Kugeloberfliche x* + y? + z? = r? verlauft,

e und dabei in einer Ebene liegt, die durch die geo-
graphischen Lange ¢ festgelegt ist und durch den
Ursprung verlauft.

Der Vollstandigkeit halber sei hier noch angegeben, wie
die Kugelkoordinaten eines Punktes (x, y,z) € R? be-
stimmt werden konnen:

+ Fiir den Radius r gilt r = /x2 + y2 + z2,

+ fir den Breitengrad § gilt § = arcsin(%),

* und den Langengrad ¢ erhdlt man aus der Polarko-
ordinatendarstellung x = pcosg,y = psing des
Punktes (x, y), wobei o = v/r2 —z2 = r cos § gilt. A

Beispiel 76.5 (Kugelkoordinaten, Teil 2). Wir betrach-
ten die zu dieser Koordinatentransformation gehoren-
de Abbildung 7 : D7 — R3 mit dem Definitionsbereich
Dr := R4 x[0,27] x [-F, 5] und der Abbildungsvor-
schrift

T(r,p,8) = (rcosgcosé,rsingcosé,rsing), (76.5)

mitr >0, 0 < ¢ <27 und -5 < § < 7. Sie ist stetig
partiell differenzierbar, mit
T'(r,¢,6)

Cos @ cos§ —rsing cosd —r cos ¢ siné

= | singcos§ rcosgpcosd —rsingsiné |,

siné 0 r coséd

detT’(r, ¢,8) = r?cos$é,

firr >0, 0 < ¢ <27 und —% < 4§ < 7. Diese Trans-
formation erfillt die Bedingungen aus Definition 76.1

auf Seite 219 fur

01 ={(n¢.8)|r>0 0<g¢<2m,
@ = R\{(x,0,2) | x > 0,z € R}

—3 <8< %},

Kugelkoordinaten eignen sich beispielsweise zur Para-
metrisierung von Kugeln mit dem Ursprung als Mittel-
punkt. Diese sind von der Form

B={(x.y.2) | x> +y*+ 2" < R*}.
Mit der Transformation 7" aus (76.1) gilt die Identitat

T(8) = 8,
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wobei
B =[0,R] x[0,2n]x [-%., %]
={(re.8)|0<r <R 0<¢=<2m —

[SIE]

<8<

ISIE]

}.

A

Man beachte noch, dass es sich bei allen vorgestellten
Beispielen um Transformationen in kartesische Koor-
dinaten handelt.

76.2 Transformationssatz

Es wird nun der Transformationssatz zur Berech-
nung von Integralen vorgestellt. Diese Integrationsre-
gel stellt - wie bereits zu Beginn dieses Abschnitts er-
wahnt - ein Analogon zur Substitutionsregel fiir Inte-
grale von Funktionen einer Veranderlichen dar. Anders
als im eindimensionalen Fall geht es hier jedoch auch
darum, den Integrationsbereich durch eine geeignete
Transformation zu vereinfachen.

Satz 76.6 (Transformationssatz fiir mehrdimensionale
Integrale). Mit den Bezeichnungen aus Definition 76.1
auf Seite 219 gilt fiir jeden zuldssigen Integrationsbe-
reich © C R? und jede stetige Funktion f : D — R die
Identitdt

Jp FG)d3 = [, f(T(@))|detT' (i) | di.

Hierbei ist D' C Dy eine Menge mit T(D') = D.

(76.6)

BEWEIS. Der Beweis wird hier nicht gefiihrt; siehe aber
die nachfolgende Bemerkung. ]

Bemerkung. Im Folgenden wird eine heuristische Her-
leitung der Identitat (76.6) fiir den Fall eines achsen-
parallelen zweidimensionalen Rechtecks

D' =la.blx[c,d]={(w,v)|a<u<b c<v=<d}

geliefert. Hierzu wird eine Zerlegung von D’ in Teil-
rechtecke

g)i/j = [u,-_l,u,-] X [Uj_l, Uj], I = 1, 2, Lo, ny
vorgenommen, wobei die Gitterpunkte dquidistant ge-
wahlt seien:

ui =a+ilAu, vj=>b+ jAv,

mit Zahlen n, m € N und

Au=D2=9 pAp=9=c¢

n m

Wir betrachten dann
i),'j = T(i)l(j), )_éjj = T(u,-,vj), i = 1, 2,...,1’!,
j=12,...,m.

Die Situation ist in Abbildung 145 am Beispiel zweidi-
mensionaler elliptischer Koordinaten dargestellt.

T

Abb. 145: Zerlegung eines Bereiches beziiglich zwei-
er Koordinatensysteme am Beispiel zweidimensio-
naler elliptischer Koordinaten

Nun gilt furi € {1,2,...,n}und j € {1,2,...,m}
fest Folgendes:

+ es ist die Fliche u(9;;) klein und stimmt damit
ndherungsweise mit dem von den beiden Vektoren
T(ui—ls U]) - T(uis U]) und T(ul ’ vj—l) - T(Mj, U]) auf-
gespannten Parallelogramm tiberein;

« fir diese beiden Vektoren gilt niherungsweise

AT,

T (Wi, vj) ) -
X k]

T -
T (Ui, v))

aa%(uiavj)) =5
L (ui, v))
Die Situation ist in Abbildung 146 dargestellt.

Damit stimmt die Flache p(;;) ndherungsweise mit
dem von den beiden Vektoren

T T
- T (Wi, vj) . o (Wi, v;)
X =—-Au| oz , y=-Av| ;2

e (ui,vj) T (ui,vy)

aufgespannten Parallelogramm tiberein.

T(ui_l, Uj) — T(u,-, vj) ~ —Au (

T(ui,vj—1) = T(ui,vj) ~ —Av (

+ Die Fliche des von zwei Vektoren ¥ € R? und y € R?
aufgespannten Parallelogramms ist gleich |det(X )|
(siehe Beispiel 39.3 auf Seite 102). Damit gilt

w(Dij) ~ |det(X y)| = |detT’(u;,v;)|Aulv.
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T
T(ui—lvvj)
(wi—1,v5) (Ui, v;)
T(ui,vj)
J)i’j
Tui,vi—
(uivvj—l) ( ' / 1))_(;

Abb. 146: Transformation eines kleinen Rechteckbe-
reiches

Daraus resultiert schlieRlich

@ 2 2 fGip) (D)
i=1j=1

n m
@YY AT, v) detT (ur, v)) | AuAv

i=1j=1

F(T ()| det T’ (i) | dii.

[p fE)dX

(*3)

~ g
Dabei stellt der Ausdruck rechts von (x;) eine riemann-
sche Summe zur Approximation des Integrals links von
(*1) dar, wobei es letztlich unerheblich ist, dass die
Mengen 1 (&D;; ) keine Rechteckbereiche darstellen. Ana-
log ist der Ausdruck links von (x3) eine riemannsche
Summe zur Approximation des Integrals rechts von
(%3).

Im dreidimensionalen Fall ist die heuristische Her-
leitung der Giiltigkeit des Transformationssatzes ganz
analog. Man hat nur zu berticksichtigen, dass das Vo-
lumen eines von drei linear unabhdngigen Vektoren
,b,¢ € R® aufgespannten Spats durch |det(@ b ¢)|
gegeben ist (siehe Seite 109). A

Beispiel (Ellipse). Fiir eine achsenparallele Ellipse &
mit den Halbachsen ¢ > 0 und » > 0 (siehe Bei-
spiel 76.2) ergibt sich mit der in Beispiel 76.2 betrach-
teten Koordinatentransformation nach (76.6) die Iden-
titat

fg f(X)dx = abfolfOZﬂf(ar cos,brsing)rdedr.

Insbesondere ergibt sich daraus fiir den Flacheninhalt
dieser Ellipse (hier wahlt man f = 1)

fsld)_c' = folfohabr dodr = abfo1 2nrdr

r=1
=abnr? |r=0 =abm.

Dieser Wert wurde bereits in Beispiel 72.11 auf Sei-
te 207 berechnet. Die hier vorgestellte Vorgehensweise
unter Anwendung einer geeigneten Koordinatentrans-
formation ist allerdings deutlich einfacher. Die Fla-
cheninhalte von Sektoren von Ellipsen lassen sich so
ebenfalls leicht berechnen. A

Beispiel. Wir betrachten nun Rotationskorper der
Form

D={(xy2) ek lasz<b VP17 <r@)

mit einer nichtnegativen stetigen Funktion r : [a,b] —
[Rg' . Spezialfille wurden bereits in Beispiel 73.10 auf
Seite 212 betrachtet. Fiir Zylinderkoordinaten und die
dazugehorige Transformation (siehe (76.2) und (76.3)
auf Seite 220) gilt dann fiir die Menge

D'={(rg.z)|a<z<b,0<@=<2m, 0=<r=r(z)}

die Identitat 7(D’) = H. Anwendung des Transforma-
tionssatzes ergibt

fi) f(xX)dx = fiyf("COS<P,FSin<p,Z)rd(r,<p,z)
= [P 7O [ f(rcosg.rsing,z)rdedrdz.

Fiur das Volumen des Rotationskorpers D ergibt sich
daraus (man setzt hier f = 1).

w(®@) = [p1di=2x [7["rdrdz

b 2 r= b
=2n [[ D20 dz = [ r(2)Pdz.

Lernziele fiir diesen Abschnitt VIII

Sie sollten

e Integrale liber ebene und raumliche achsenparal-
lele Integrationsbereiche berechnen kénnen,

* ebene und rdumliche Normalbereiche identifizie-
ren und die Integrationsgrenzen fiir die dazugehori-
gen Doppel- beziehungsweise Dreifachintegrale for-
mulieren konnen,

¢ Flachen- und Rauminhalte berechnen kénnen,

* die in diesem Abschnitt vorgestellten elliptischen
Koordinaten sowie Kugel- und Zylinderkoordinaten
kennen,

* den Transformationssatz kennen und auf jede re-
levante Koordinatentransformation anwenden kon-
nen.




